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1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ

Ïóñòü äàíû ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) è ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b.
Ïðè ýòîì ïóñòü ∀i xi ≥ 0.

f(x) = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn =
n∑

i=1

cixi





a11x1 + a12x1+ . . . + a1nx1 ≤ b1

a21x1 + a22x2+ . . . + a2nx2 ≤ b2

... . . . ...
am1x1 + am2x2+ . . . + amnxn ≤ bn

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè çàäàííûõ ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

∗êîíñïåêòèðîâàë Â.Äàíèëîâ
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2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
2.1 Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Ïóñòü K = {x ∈ Rn | Bx = 0} - ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à c - ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð. Íàéäåì cp - ïðîåêöèþ C íà K.





b11x1 + b12x2+ . . . + b1nxn = 0
... . . . ...
bm1x1 + bm2x2+ . . . + bmnxn = 0

(c− cp⊥K)

Òàêèì îáðàçîì

c− cp = y1




b11

...
b1n


 + . . . + ym




bm1

...
bmn




c− cp = BT y

Bc−Bcp = BBT y

Bc = (BBT )y

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî cp ∈ K, ñëåäîâàòåëüíî Bcp = 0.
Âûðàæàÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ y, ïîëó÷èì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â
ÿâíîì âèäå:

cp = [E −BT (BBT )−1]c

2.2 Ðàäèóñ âïèñàííîé è îïèñàííîé ñôåðû ñèìïëåêñà
Ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ {(x1, . . . , x2) ∈ Rn | ∀i xi ≥ 0,

∑n
i=1 xi = 1}. Ââåäåì

ïîíÿòèå ãðàíè ñèìïëåêñà - áóäåì íàçûâàòü ãðàíüþ ñèìïëåêñà ìíîæåñòâî
òî÷åê ñèìïëåêñà, òàêèõ ÷òî xi = 0. Âïèñàííàÿ ñôåðà ñèìïëåêñà - ýòî ñôåðà,
êàñàþùàÿñÿ âñåõ ãðàíåé ñèìïëåêñà.

Ðàññìîòðèì òî÷êó ( 1
n , 1

n , . . . , 1
n ). Íàéäåì ðàññòîÿíèå äî ãðàíè xi = 0, èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó Ïèôàãîðà - ÷åðåç ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè xi = 0
è ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà äî ãðàíè ñèìïëåêñà. Âîñïîëüçó-
åìcÿ òåì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x0 äî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ax = b
â Rn ðàâíî ‖ax0 − b‖/‖a‖. Â íàøåì ñëó÷àå a = (1, 1, . . . , 1) è b = 1, ïîýòîìó
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ( 1

n , 1
n , . . . , 0, 1

n , . . . , 1
n ) äî ïîäïðîñòðàíñòâà áóäåò ðàâíî

1
n√
n−1

n

.Òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèå äî ãðàíè áóäåò

r =
1√

n(n− 1)
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Èç ïðîèçâîëüíîñòè i, ñëåäóåò ÷òî ðàññòîÿíèå äî ëþáîé ãðàíè ñèìïëåêñà
áóäåò ðàâíî r, ñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïè-
ñàííîé ñôåðû ñèìïëåêñà, à ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû ðàâåí r.

Ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû ðàâåí
√

n
n−1 , à åå öåíòð ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

âïèñàííîé ñôåðû.

3 Èäåÿ àëãîðèòìà
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ - íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ f(x) = cT x, ïðè
ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ





Ax = 0∑n
i=1 xi = 1

∀i xi ≥ 0
mincT x = 0

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òî ìû çíàåì íåêîòîðîå òî÷êó a0, óäîâäåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì - íàéäåì íåêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå φ, òàêîå, ÷òî cT φ(x) < cT x, è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{xi} :

xi =

{
a0, i = 0
φ(xi−1), i > 0

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è - íåêîé
âåðøèíå ñèìïëåêñà. Ïðè ýòîì, â îïðåäåëåííûé ìîìåíò çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ñòàíåò íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ìîæíî áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
âåðøèíó íà ñèìïëåêñå, ê êîòîðîé íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ñõîäèòñÿ.
Áîëåå ôîðìàëüíî

L = log(1 + Dmax) + log(1 + α)

ãäå Dmax - ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ïîäìàòðè-
öû A, à α - ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò èç B èëè C. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(L), ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü òî÷êó. Ýòî îáîñíîâàííî òåì, ÷òî ìîæíî îöåíèòü
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñèìïëåêñà, è åñëè ìû ïðè-
áëèçèìñÿ ê êàêîé-òî òî÷êå ñèìïëåêñà íà äîñòàòî÷íî áëèçêîå ðàñòîÿíèå, òî
ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå.

Îñòàëîñü íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå φ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâà-
íèå ψa :

ψa(x) =

(
x1
a1∑n

i=1
xi

ai

, . . . ,
xn

an∑n
i=1

xi

ai

)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ψx ïåðåâîäèò x â öåíòð âïèñàííîé ñôåðû ñèìïëåê-
ñà. Êðîìå òîãî, îïèñàííîå ïðåáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò òî÷êè íà ñèìïëåêñå â
òî÷êè íà ñèìïëåêñå.

Ñîïîñòàâèì âåêòîðó a ïðåîáðàçîâàíèÿ ψa äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D.



a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . an




Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

x′ = D−1x

eT D−1x

à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
x =

Dx′
eT Dx′

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ æå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó

c′ = Dc

Ïîñòðîèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå φ. Ïðèìåíèì ñíà÷àëà ψx, ïåðåâîäÿ
òî÷êó x â öåíòð ñèìïëåêñà. Òåïåðü íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì óìåíüøèì
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèþ, çàòåì ïîëó÷åííóþ òî÷êó ïîäâåðãíåì ïðåîáðà-
çîâàíèþ, îáðàòíîìó ψx. Îïðåäåëèì òåïåðü, êàê óìåíüøèòü öåëåâóþ ôóíê-
öèþ.

Ïóñòü ìàòðèöà B - ýòî ìàòðèöà AD, äîïîëíåííàÿ ðÿäîì èç åäèíèö. Òå-
ïåðü îïóñòèì ïðîåêöèþ c′ íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Bx = 0, è ñìåñòèì-
ñÿ ïî ïîëó÷åííîìó âåêòîðó íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå r. Â èòîãå ìû ïåðåéäåì
â òî÷êó íà ñèìïëåêñå, ïðè÷åì íå íàðóøèì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
è óìåíüøèì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿåò öåëåâóþ ôóíêöèþ íåëèíåé-
íî. Ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè íàëè÷èè ðåøåíèÿ
óìåíüøàåòñÿ ëèíåéíî. Ïîýòîìó ìû ëèáî çà O(L) èòåðàöèé äîñòèãíåì ðå-
øåíèÿ, ëèáî íà îäíîé èç èòåðàöèé ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåäîñòàòî÷íî
óìåíüøèòñÿ - ÷òî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ðåøåíèå íåäîñòèæèìî. Òàêèì îáðà-
çîì ïîñòðîåí àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, äîñòèæèìî ëè ðåøåíèå ñ çàäàííûì
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

4 Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà
Ïîêàæåì òåïåðü êàê ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ê ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ.

Ax ≤ b{
Ax + y = b

y ≥ 0
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Äîáàâèì êîîðäèíàòû â ïåðåìåííûå, è ñîïîñòàâèâ èì íóëåâûå êîýôôè-
öèåíòû â öåëåâîé ôóíêöèè ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå Ax = b.

Ïîêàæåì, êàê äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî b = 0. Êàæäîå óðàâíåíèå èñõîäíîé
ñèñòåìû ìû ìîæåì çàïèñàòü â ôîðìå

∑n
i=1(aji − bj)xi = 0 è ïðåîáðàçîâàòü

äàííûì îáðàçîì A.
Ïîêàæåì, êàê íàéòè íà÷àëüíóþ òî÷êó. Ðåøèì äëÿ ýòîãî çàäà÷ó ëèíåé-

íîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ, ãäå Ax+y ≥ b è íàäî ìèíèìèçèðîâàòü y. Íà÷àëüíàÿ
òî÷êà äëÿ ýòîé çàäà÷è - ëþáîé x, è êàêîé-òî áîëüøîé y. Ìû ìîæåì ðåøèòü
ýòó çàäà÷ó íàøèì àëãîðèòìîì. Ìèíèìèçèðîâàâ y äî 0, ìû ïîëó÷èì òî÷êó,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå èñõîäíîé çàäà÷è.

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü ñõåìó îáùåãî àëãîðèòìà. Åñëè ìû çíàåì ÷òî öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ ëåæèò â êàêèõ-òî ãðàíèöàõ ìåæäó l è r, ìû ìî-
æåì ïðîâåðèòü ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ñ öåëåâîé ôóíêöèåé ìåæäó l + r−l

3

è l + 2(r−l)
3 . Äëÿ ýòîãî ïîïûòàåìñÿ íàéòè íàøèì àëãîðèòìîì äëÿ ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì l+ r−l
3 , è ñî çíà÷åíèåì l+ 2(r−l)

3 , ïðè ýòîì ïîä-
êîððåêòèðîâàâ öåëåâóþ ôóíêöèþ(÷òîáû èñêàòü ïðîâåðèòü äîñòèæèìîñòü
ðåøåíèÿ ñ îöåíêîé 0). Â ðåçóëüòàòå ïðîâåðîê ìû ñîêðàòèì èíòåðâàë çà
O(L) èòåðàöèé õîòÿ áû â 2

3 ðàçà. Êîãäà èíòåðâàë ñóçèòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî
ìîæíî áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ðåøåíèå, àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó.

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò çà O(n3.5 × L2).
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