
Ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ èç êóðñà
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Þ. Ëèôøèö ∗

29 íîÿáðÿ 2005 ã.

Çàäà÷à 1 (ëåêöèÿ 1):
Âû õîòèòå ïîâåñèòü íåñêîëüêî îáû÷íûõ çàìêîâ è ðàçäàòü êëþ÷è, ÷òî-

áû áûëî âûïîëíåíî ïðàâèëî äîñòóïà "6 èç 11". Íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
çàìêîâ â ýòîì ñëó÷àå.

Ðåøåíèå (Äìèòðèé Øèðÿåâ):

Èòàê, îò íàñ òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî çàìêîâ, ïðè êîòîðîì
ëþáûå øåñòü èç îäèííàäöàòè ÷åëîâåê ñìîãóò îòêðûòü ëþáîé èç íèõ. Ïðè
ýòîì äëÿ ïÿòè èëè ìåíåå ÷åëîâåê íàéäåòñÿ çàìîê, äëÿ êîòîðîãî íå áóäåò
êëþ÷à íè ó êîãî èç íèõ. Áóäåì ñòðîèòü äâóäîëüíûé ãðàô. Â îäíîé åãî ïî-
ëîâèíå ðàçìåñòèì 11 âåðøèí p1 . . . p11, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
îäíîìó ÷åëîâåêó. Â äðóãîé ïîëîâèíå ðàçìåñòèì âåðøèíû K1 . . .KN , ñîîò-
âåòñòâóþùèå N çàìêàì. Ðåáðî (pi,Kj) â íàøåì ãðàôå îáîçíà÷àåò ôàêò íà-
ëè÷èÿ ó ÷åëîâåêà pi êëþ÷à îò çàìêà Kj .
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Òàê ÷åìó æå âñå-òàêè ðàâíî N? Ïîêàæåì, ÷òî N = C6
11. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ýòîãî ôàêòà ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì êëþ÷åé è âñåìè
ìíîæåñòâàìè ïî øåñòü èç îäèííàäöàòè ÷åëîâåê. Â òåðìèíàõ íàøåãî ãðàôà
ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Èç ëþáîé âåðøèíû â ïðàâîé åãî ïîëîâèíå âûõîäèò

∗Çàêîíñïåêòèðîâàë È. Ñåðãåé.
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6 ðåáåð, êîòîðûå âõîäÿò â íåêîå ìíîæåñòâî èç 6 âåðøèí â ëåâîé ïîëîâèíå.
Ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ Ki è Kj ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò, òîëüêî ïðè i = j.
Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî, êàêîé áû ìû çàìîê íè âçÿëè, ó êîãî-òî èç
ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê âñåãäà íàéäåòñÿ îò íåãî êëþ÷ (èíà÷å ýòî ïðîòèâîðå-
÷èëî áû ïîñòðîåíèþ íàøåãî ãðàôà).

Ïóñòü òåïåðü ïÿòåðî (èëè ìåíåå) ÷åëîâåê âîçíàìåðèëèñü îòêðûòü âñå
çàìêè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íèõ âñåãäà íàéäåòñÿ çàìîê, êîòîðûé îíè íå ñìîãóò
îòêðûòü. Ýòî áóäåò òîò çàìîê, êëþ÷îì îò êîòîðîãî ðàñïîëàãàþò øåñòåðî èç
îñòàâøèõñÿ ëþäåé. Òàêîé çàìîê ñóùåñòâóåò ïî ïîñòðîåíèþ. Ìèíèìàëüíîñòü
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ìåíüøåì ÷èñëå êëþ÷åé äëÿ íåêîòîðîé ïÿòåðêè
÷åëîâåê òàêîãî "íåâñêðûâàåìîãî" çàìêà ìîãëî áû è íå íàéòèñü.

Çàäà÷à 2 (ëåêöèÿ 2):
Ïðèäóìàòü ïðîòîêîë äëÿ èãðû â ïîêåð âòðîåì ïî òåëåôîíó.

Ðåøåíèå (Íèêîëàé Ãðàâèí):

Àëèñà, Áîá è Êàðë ðåøèëè ñûãðàòü â ïîêåð ïî òåëåôîíó. Äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå äâîå èãðîêîâ íå íàõîäÿòñÿ â ñãîâîðå
(èíà÷å èãðà òåðÿåò ñìûñë). Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîñòûì. Äëÿ
íà÷àëà Àëèñà è Áîá ãåíåðèðóþò pA è pB - íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè äëÿ 52
êàðò ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ÷åãî ïîñûëàþò ýòè ïåðåñòàíîâêè Êàðëó. Êàðë
èñïîëüçóåò ïåðåñòàíîâêó pA ◦ pB íà óïîðÿäî÷åííîå (êàê èìåííî - îãîâîðåíî
çàðàíåå) ìíîæåñòâî êàðò, ïîñëå ÷åãî âûáèðàåò ñåáå ïåðâûå 5 èç ïîëó÷èâ-
øåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ 47 êàðò
c1 . . . c47 (ìîæíî ñ÷èòàòü èõ ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà 1 . . . 52) Êàðë âûáèðàåò
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ÷èñåë ai è bi, òàêèõ, ÷òî ci ≡ ai + bi mod 52. Çàòåì
Êàðë îòñëûàåò Àëèñå íàáîð (a1, . . . , a47), à Áîáó - íàáîð (b1, . . . , b47). Ïîñëå
ýòîãî Àëèñà è Áîá äîãîâàðèâàþòñÿ î òîì, ÷òî êàæäûé èç íèõ âûáèðàåò äëÿ
ñåáÿ íàáîð êàðò (i1, . . . , i5) è (j1, . . . , j5) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ik 6= jl ïðè
ëþáûõ k è l. Çàòåì îíè îáåíèâàþòñÿ íàáîðàìè (ai1 , . . . , ai5) è (bj1 , . . . , bj5)
ñîîòâåòñòâåííî è ïîëó÷àþò âîçìîæíîñòü óçíàòü ñâîè êàðòû.

Êàê ìîæíî, âèäåòü, ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ïðîòîêîë óäîâëåòâîðÿ-
åò íåîáõîäèìûì òðåì òðåáîâàíèÿì:

1. Ðàçäà÷à êàðò ñëó÷àéíà

2. Íàáîðû êàðò íå ïåðåñåêàþòñÿ

3. Èãðîêè íå çíàþò î òîì, êàêèå êàðòû ó ñîïåðíèêîâ (êðîìå òîãî, ÷òî
îíè îòëè÷íû îò åãî ñîáñòâåííûõ)

Â ïðèíöèïå, Êàðë ìîæåò âûáðàòü íå ïåðâûå ïÿòü êàðò èç ïîëó÷èâøåéñÿ
ïåðåñòàíîâêè, à êàêèå-ëèáî äðóãèå, íî òàêîé îáìàí ðàñêðîåòñÿ ïî îêîí÷àíèè
èãðû, êîãäà Àëèñà è Áîá çàõîòÿò ïðîâåðèòü åãî ÷åñòíîñòü, îáìåíÿâøèñü
ñâîèìè ïåðåñòàíîâêàìè.
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Çàäà÷à 3 (ëåêöèÿ 5):
Äîêàæèòå, ÷òî IP ⊆ PSPACE

Ðåøåíèå (Íèêîëàé Ãðàâèí):

Èòàê, ïóñòü L ∈ IP . Âñïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëíèþ PSPACE ÿçûê
L ∈ PSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî ïàìÿòè àëãîðèòì P
òàêîé, ÷òî x ∈ L ⇔ ∃y : P (x, y) = 1. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî ôàêòà áóäåì
èñêàòü prover P òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî V [P (x), V (x)] = 1. Âûÿñíåíèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òàêîãî P è áóäåò àëãîðèòìîì, ïîëèíîìèàëüíûì ïî ïàìÿòè, ò. ê.
ïåðåáèðàÿ äëÿ ðàçíûõ P âñåâîçìîæíûå V , ìû äîëæíû õðàíèòü â ïàìÿòè
ëèøü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïðîâåðîê.

Çàäà÷à 4 (ëåêöèÿ 5):
Ïóñòü N = pq. Ïóñòü ó îñòàòêà x ñèìâîë Ëåæàíäðà ðàâåí 1, òî åñòü

èëè x ≡ y2 mod N , èëè x - êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò è ïî ìîäóëþ p, è ïî
ìîäóëþ q. Êàê ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì äîêàçàòü, ÷òî x ≡ y2 mod N?

Ðåøåíèå (Àëåêñåé Äèåâñêèé):

Ðàññìàòðèâàåì x ∈ (Z/ZN )∗, òî åñòü x - îáðàòèì â (Z/ZN ). Òîãäà âîç-
ìîæíî äâà âàðèàíòà: ëèáî x - êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p è ïî ìî-
äóëþ q. Äëÿ V ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ñ âåðîÿòíîñòüþ P = 1

2
V ïðîèçâîäèò îäíî èç äâóõ äåéñòâèé:

1. "0": V âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èëñî a, òàêîå, ÷òî à ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ N , ò. å. a - êâàäðàòè÷íûé íåâû-
÷åò ïî ìîäóëþ p è ïî ìîäóëþ q. ×èñëî a ïîñûëàåòñÿ P .

2. "1": V ïîñûëàåò P ÷èñëî âèäà r2x.

Äàëüøå V æäåò, ÷òî åìó îòîøëåò P . P ïûòàåòñÿ óãàäàòü, ÷òî áûëî
âûáðàíî - "0"èëè "1"è îòñûëàåò ðåçóëüòàò V . Ïîñëå ÷åãî âåñü öèêë ïîâòî-
ðÿåòñÿ.

Ïîÿñíèì, ÷òî ïðãîèñõîäèò. Åñëè èçíà÷àëüíî P ïîñûëàë êâàäðàòè÷íûé
âû÷åò, òî ïî òîìó, ÷òî åìó ïîñëàë íàçàä V îí ëåãêî îïðåäåëèò ðåçóëüòàò,
èáî ýòî áóäåò ëèáî a - ñèëüíûé íåâû÷åò, ëèáî r2x - êâàäðàòè÷íûé âû÷åò,
à P îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòüþ, ÷òîáû ïðîâåðèòü,
÷åì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè P âðåò, îí ïîëó÷èò çà
ýòî ñèëüíûé íåâû÷åò, è åìó ïðèäåòñÿ ãàäàòü, êàêîé æå èç äâóõ âàðèàíòîâ
âûáðàë V . Ïðè ïîâòîðåíèè àëãîðèòìà 1000 ðàç, âåðîÿòíîñòü óäà÷è P áóäåò
ðàâíÿòüñÿ 1

21000

Çàìå÷àíèå: Òîíêîñòè èç îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë îñòàþòñÿ íà ñîâåñòè Þðû
è äîêëàä÷èêà. :)

3



Çàäà÷à 7 (ëåêöèÿ 8):
Ïîñòðîéòå ïðîòîêîë äëÿ ïåðåäà÷è äàííûõ âñëåïóþ "1-èç-4".

Ðåøåíèå (Äìèòðèé Øèðÿåâ):

Äëÿ íà÷àëà, ðàçáåðåìñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, Àëèñà âëà-
äååò ÷åòûðüìÿ áèòàìè a1, a2, a3, a4. Áîá æåëàåò ïîëó÷èòü áèò ai. Ïðè ýòîì,
ïîëó÷èâ áèò ai, Áîá íè÷åãî íå äîëæåí çíàòü îá îñòàëüíûõ áèòàõ, à Àëèñà
íå äîëæíà óçíàòü, êàêîé áèò çàïðîñèë Áîá.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü i = 3. Òîãäà àëãîðèòì áóäåò âûãëÿ-
äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Àëèñà çàäóìûâàåò äâà ñëó÷àéíûõ ÷èñëà c1 è c2 è ïðåäëàãàåò Áîáó
âûáðàòü îäíî ÷èñëî èç a1 + c1 èëè a2 + c1 (ïðè ýòîì Áîá çíàåò, êà-
êîå èç íèõ êàêîìó áèòó ñîîòâåòñòâóåò). Âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ ñîãëàñíî
ïðîòîêîëó "1-èç-2".

2. Çàòåì Áîáó ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü åùå îäíî ÷èñëî, íî óæå èç a3 + c2

èëè a4 + c2 (àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó øàãó).

3. Íàêîíåö, Áîáó ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü îäíî èç ÷èñåë c1 èëè c2, ïðè÷åì
óêàçûâàåòñÿ, ÷òî c1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ïàðå áèòîâ, à c2 - âòîðîé
(àíàëîãè÷íî ïåðâûì äâóì øàãàì).

4. Òàê êàê Áîá çíàåò, ÷òî áèò ñ íóæíûì åìó íîìåðîì íàõîäèòñÿ âî âòîðîé
ïàðå, îí âûáèðàåò c2.

5. Òåïåðü Áîá çíàåò c2, a3 + c2, è îäíî èç ÷èñåë a1 + c1 èëè a2 + c1, à
çíà÷èò áëàãîïîëó÷íî ïîëó÷àåò a3.

6. Ïðè ýòîì Àëèñà íå çíàåò íè÷åãî ñîãëàñíî ïðîòîêîëó "1-èç-2".

Çàäà÷à 8 (ëåêöèÿ 9):
Ïóñòü åñòü ôèçè÷åñêèé èñòî÷íèê íåçàâèñèìûõ áèòîâ, íî âåðîÿòíî-

ñòè 0 è 1 íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ (íåèçâåñòíî êàê). Êàê ïîëó÷èòü äåéñòâè-
òåëüíî ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?.

Ðåøåíèå (Þðèé Ëèôøèö):

1 è 0 âûäàþòñÿ ôèçè÷åñêèì èñòî÷íèêîì ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è q, òàêèìè,
÷òî p 6= q. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó áèòîâ, ïîðîæäàåìóþ íàøèì ôèçè÷åñêèì
èñòî÷íèêîì è ñêîìáèíèðóåì âñå áèòû ïî ïàðàì. Ïàðó (0,1) ñ÷èòàòü íóëåì,
à ïàðó (1,0) - åäèíèöåé. Ïàðû æå (0,0) è (1,1) áóäåì èãíîðèðîâàòü. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî P (0, 1) = P (1, 0). Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðà-
íîñòâî ñîáûòèé ïîÿâëåíèÿ (0,1) èëè (1,0), à ýòè ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè èñòî÷íèê äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.
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